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Resumen

El objetivo del presente trabajo es abordar la valuacion de una clase
particular de productos estructurados, consistentes en titulos de
deuda cupon cero cuya funcion de pagos esta atada al
comportamiento de otra variable, en el caso bajo analisis un indice
accionario. Su contribucion consiste en la proposicion de una
formula o “closed form solution”, bajo supuestos estandares en la
valuacion de instrumentos financieros derivados y la existencia de
riesgo de crédito, constituyendo este una continuacién del trabajo

publicado anteriormente en esta Serie [15].

Keywords — Productos Estructurados, Valuacion de Opciones, Riesgo de Crédito, Approach
Estructural, Opciones Vulnerables.
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Introduccion

Como sefialamos en el resumen, el préposito del presente trabajo consiste en
proponer una solucion cerrada o “closed form solution” para la valuacién de un tipo
particular de productos estructurados (en adelante PE). Su extension a diferentes

estructuras que pueden encontrarse en el mercado resulta en general simple.

La descripcion del PE cuya valuacion abordaremos fue descripta en un trabajo
anterior, publicado bajo el titulo “Valuacion de Titulos de Deuda Indexados al
Comportamiento de un indice Accionar: Un Modelo sin Riesgo de Crédito”, en la
Serie de Documentos de Trabajo de la Universidad del CEMA, Perillo (2021). No
obstante ello, a efectos de permitir una lectura independiente del presente,
reiteraremos algunos aspectos que consideramos centrales para comprender el

producto, y fundamentalmente su promesa de flujos de fondos.

El PE bajo anélisis se trata de un bono (real, emitido por un Banco de Inversion)

cupon cero cuya funcion de pagos esta dada por:

e Valor Nominal si el subyacente termina por debajo de un cierto valor (limite

inferior), que usualmente coincide con su valor al momento de la emision.

e Valor Nominal mas la rentabilidad del subyacente si este termina por encima

del valor minimo pero por debajo de cierto valor (limite superior).

e Valor Nominal mas un interés establecido en las condiciones de emision si al
vencimiento del bono el subyacente se encontrara por encima del limite

superior.



Las caracteristicas de la funcién de pagos del instrumento, esto es su pago
contingente o derivado del comportamiento de otro activo subyacente, inducen a la

aplicacion de la teoria de valuacion de instrumentos derivados.

No obstante ello, los modelos que se aplican comunmente en la valuacion de
derivados en general, y opciones en particular, ignoran habitualmente el riesgo de
crédito del emisor, omisidén que no presenta relevancia cuando tales instrumentos
derivados son negociados en mercados regulados en los cuales operan garantias y
resguardos que minimizan el riesgo de incumplimiento. No es sin embargo este el
caso general de los productos a los que hacemos referencia en el presente trabajo y
por ello cabe esperar la existencia de un spread entre el precio de mercado y el
valor que arroja nuestro modelo sin riesgo de crédito presentado en el trabajo
anterior, spread que podria servir también, en un ejercicio de ingenieria inversa,

para apreciar el riesgo de credito del emisor del PE.

A efectos de incorporar tal riesgo apelaremos a la metodologia propuesta por
Robert Merton (1974), conocida como Approach Estructural, y a la literatura sobre
valuacion de opciones vulnerables, esto es opciones expuestas al riesgo de crédito

del emisor, que repasamos en la seccién a continuacion.

Revision de la Literatura

Diversas metodologias se han propuesto en la literatura para la valuacion del riesgo
de crédito. A efectos de una representacion simplificada, las dividiremos en los
siguientes tres grupos. Uno de ellos esta representado por lo que se conoce como
Approach Estructural, cuya idea central consiste en vincular el default con la

relacion entre el valor del activo y el valor de la deuda, o con un cierto valor de

3



referencia. El evento de default en este modelo se presenta cuando el valor del
activo cae por debajo del valor de la deuda o de dicho valor de referencia. En un
segundo grupo podriamos incluir a los Modelos Empiricos, cuya caracteristica
distintiva es la utilizacion de una metodologia de scoring, donde el score de una
firma es comparado con el score de default determinado por la evidencia histérica
de firmas que han incurrido en un evento de default. Finalmente, el tercer grupo
estaria representado por la metodologia conocida como Reduced Form Approach.
A diferencia de los dos anteriores, este no descansa en un modelo sobre la firma ni
sobre su score, sino que asume que el evento de default esta simplemente

determinado por una variable o factor externo.

Por su parte, la literatura también nos provee una variedad de alternativas para la
valuaciéon de opciones vulnerables, atendiendo al modelo de riesgo de crédito
utilizado, la consideracion del momento de default (antes o al vencimiento), la
existencia de una barrera de default variable o fija, la configuracion de la estructura
de capital, la modelizacion del comportamiento de la tasa de interés (deterministica
0 constante) y la existencia de correlacion o no entre las variables involucradas. La
posibilidad de arribar a una solucion cerrada depende, como ha quedado
demostrado en algunos de los trabajos que citamos a continuacion, de los supuestos

del modelo considerado.

La valuacion de opciones vulnerables apelando al approach estructural fue
propuesta originalmente por Johnson y Stulz (1987), quienes asumen que el evento
de default puede ocurrir solo al vencimiento de la opcién y que la estructura de
capital del emisor esta compuesta Unicamente por la opcién en cuestion. Klein
(1996) extiende el trabajo anterior, incorporando a la estructura de capital del

emisor de la opcién otras deudas, bajo el supuesto que la opcién no integra o
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determina la barrera de default. Klein e Inglis (1999) proponen un modelo de
opciones vulnerables con tasa de interés estocastica modelada siguiendo a Vasicek
(1977), y extienden, posteriormente (2001), el modelo de Klein (1996)
incorporando a la barrera de default a la deuda potencial resultante de la opcién
emitida. Como lo expresan los autores, no resulta posible, en este ultimo caso,
obtener una solucion cerrada para la valuacion de la opcion debiéndose recurrir a

métodos numericos para tal proposito.

La caracteristica comun de todos los modelos citados anteriormente es que el
default puede ocurrir sélo al vencimiento de la opcidn. Cao y Wei (2001) levantan
este supuesto, proponiendo un modelo de valuacion de opciones vulnerables,
donde la estructura de capital de la firma estd compuesta por la opcion y otras
deudas, el default puede ocurrir antes del vencimiento y la tasa de interés
evoluciona de acuerdo con el proceso atribuido por Vasicek. La valuacion de la
opcidn la realizan mediante simulacion de Monte Carlo, no pudiendo arribar a una
solucidn analitica o cerrada para el precio del instrumento. Por su parte, Leland y
Toft (1996) afirman que introducir una tasa de interés estocastica tiene un efecto de

menor orden en el valor de la deuda, complicando significativamente el analisis.

La aplicacion del Reduced Form Approach a la valuacion de opciones vulnerables
ha sido explorada entre otros por Hull y White (1995) y Jarrow y Turnbull (1995).

Ambos trabajos asumen que el default puede ocurrir antes del vencimiento.

El supuesto de independencia entre el valor del activo de la firma y el valor del
subyacente de la opcion fue explorado por Hull y White (1995) y Jarrow vy

Turnbull (1995), entre otros. Tal supuesto simplifica considerablemente la



valuacién del instrumento, pero como ha sido observado por Hull y White (1995)
sOlo es apropiado cuando el emisor es una institucién bien diversificada.

Diferencias entre el seniority de la opcién y la deuda que integra la estructura de
capital de la firma constituye también un tema explorado en la literatura. Hull y
White (1995), Klein (1996), Klein e Inglis (2001), Cao y Wei asumen que ambas
deudas tienen el mismo seniority. De acuerdo a Hull (2000) un derivado es
usualmente equiparado a un bono senior desprotegido frente a un evento de default,
cobrando importancia en tal caso la consideracion de este punto en la valuacion de

la opcion.

De lo expuesto puede apreciarse la variedad de elecciones posibles en la
problematica de la valuacion de opciones vulnerables, alternativas que se derivan
de las diferentes combinaciones que puede formular el autor respecto al modelo de
riesgo de crédito utilizado, el momento de default, la existencia de una barrera de
default fija o variable, la composicion de la estructura de capital, el caracter
deterministico o estocéastico de la tasa de interés y la independencia o correlacion

entre las variables involucradas.

Modelo: Derivacion de la Formula o Solucién Cerrada

A efectos de nuestro proposito, asumiremos:

a.- Mercados perfectos, sin fricciones (ausencia de impuestos, costos de
transaccion, restricciones para short sales, agentes tomadores de precios).

b.- La negociacion de activos es continua.

c.- Mercados completos.

d.- Ausencia de oportunidades de arbitraje.
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e.- La tasa de interés, r, es conocida y constante e igual para todos los vencimientos
f.- EI comportamiento del precio del subyacente, S, del instrumento satisface la
siguiente ecuacion diferencial estocastica, bajo la medida de probabilidad “real”, P,

con u 'y o constantes:

dS(t) = (us — @)S(®)dt + a5S(t)dW* (t) (D

donde:
w: rentabilidad esperada del activo
q: tasa de dividendo o dividend yield
o desvio estandar de la rentabilidad del subyacente.

y W(t) representa un movimiento browniano estandar.

g.- El evento de default ocurre si al vencimiento del PE el valor del activo del
emisor se encuentra por debajo de un cierto nivel de deuda, que identificaremos

como D, el cual se asume determinado.

La formulacién de este supuesto implica asumir que el limite de default, D, no se
ve afectado por el valor del instrumento bajo consideracion (PE), o que su
participacion en la estructura de capital de la firma es insignificante, tal como se
asume en el trabajo de Klein (1996). Como mencionamos anteriormente, Klein e
Inglis (2001) han demostrado que la incorporacion de la deuda resultante de la

opcion al limite de default no permite obtener una solucion cerrada.

h.- El valor del activo de emisor, que identificaremos como V, satisface la siguiente

ecuacion diferencial estocastica:



con:
E(dWP,dWP) = pdt 3)

donde p denota la correlacion entre la rentabilidad de ambos activos, el subyacente

del PE y el activo de la firma.

Las diferencias del presente modelo respecto al presentado en nuestro anterior
trabajo se encuentran reflejadas en los supuestos g y h, referidos al riesgo de

credito y al proceso estocastico atribuido al valor de la firma.

Con respecto a la notacion, en términos comparativos con el trabajo anterior, cabe
observar que la incorporacion de otro activo nos obliga a distinguir mediante
subindices las volatilidades y movimientos brownianos que afectan a cada uno de

los dos activos, Sy V.

En este caso, en presencia de riesgo de crédito, la funcién o promesa de pagos del

instrumento adoptaria la siguiente forma:

(" VNSsiS(T) <Xy V(T) >D
o1 VN si S(T) <XijyV(T)<D
f(T): VN(S(T)/S(0)) si Xi < S(T) <Xsy V(T) >D
3 5t VN(S(T)/S(0)) si Xi < S(T) <Xsy V(T) <D
VNe'" si S(T) > Xy W(T) >D
8t VNe'm siS(T)>X, yV(T) <D




donde:
5y =75 )

representa la tasa de recupero en caso de default, la cual se determina a partir de la

relacion entre el valor de la firma, al vencimiento del PEen T, y D.

En ausencia de oportunidades de arbitraje, conforme al Primer Teorema
Fundamental de Finanzas al que hicimos referencia en el trabajo anterior, el valor

del instrumento debe satisfacer:

ft)=eEC {VN]-S(T)SXi(lV(T)ZD + 5T1V(T)<D)

S(T)
+ VNW 1Xi<S(T)sXS(1V(T)2D + 6r 1V(T)<D)

+ VNeiTlg(T)>Xs(1v(T)zD + 6T1V(T)<D)} (5)

A efectos de su evaluacion, y apelando a las propiedades del operador valor

esperado, podemos representar a la expresion anterior de la siguiente forma:

fO=fH+fat+fs+fatfst+/fe (6)

con.

fi=e TTE? (VN Lsm<x; 1V(T)2D) (7)
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f=e TTTEC (VN5T Lsry<x; 1V(T)<D) (8)

_ S(T)
fs =e TTEC (VNﬁ 1Xi<S(T)5X51V(T)2D) ©)

_ S(T)
fr = e TTEC (VN%6T1Xi<S(T)sX51V(T)<D) (10)

fo = e TEQ(VNe T 15rysx 1y (ryzp) (1)

fo = e TEQ(VNe 8: 155 x v(r)<n) (12)

De la evaluacion de (7), (8), (9), (10), (11) y (12) se sigue:

fi = VNe "N, (d,, dy, —p) (13)

con:

10



ln(%t)>+<r—%‘3>r
d, = -

V(t
f, = VNZE N, (ds, dy, p) (14
D

con
i s
. In (S(t)) — (r —q—5+t pO‘SO'V)T
3 ooVT =d; — poyVt
2
in (i)~ (7 + )7
d4_ = = _dZ — O \/?
VT Y
_ S(t) _
f3 —_— VN%B qT[Nz(ds, d7, _p) - Nz(d6) d7) _p)] (15)
con.




2
In <@> + (r _ry pasav) T
D 2
d7 = = dz + pO'S\/?
oVT

S(t) V(t —_
f =VN %%e(r a+p9sIVT[N, (dg, d19, p) — N (do, d1o,p)]  (16)

con:
2
ln(%)—(r—q+%g+pasav)r 7
dg = =ds — poyVT
8 O'S\/? 5 poy
. 2
In (S)((i“)) — (r —q+ 675 + pasav> T
dg = = d; — os\T — poyVT
o\T
2
In (%) — (r + 02_1/ + pasav> T
dio = = —d, — oy\T — posVT
oyVT
f5 = VNeiT_TTNZ (dllr d27 p) (17)
con.

d11 = = _d5 - O-S\/?

T V(t
fo = VNe' T2 N, (d1z, d, —p) (18)
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con.

2
In (S)((t)) + (r -q-— 075 + pasav> T
dip = > = —ds — o5V + poyT
os\VT

donde por N, estamos representando a la probabilidad acumulada de una

distribucion normal bivariada.

La expresion final para la valuacion del PE se obtiene simplemente de la adicion de
(13), (14), (15), (16), (17) y (18)

Una verificacion que resulta pertinente formular en este caso es si el modelo
converge a su version sin riesgo de crédito, modelo del trabajo anterior (Perillo,
2021), cuando D =0, el valor de la firma, V, es considerablemente superior al valor
de la deuda, D y/o, siendo V superior a D el plazo al vencimiento del instrumento
(PE) tiende a cero. En tal caso podemos comprobar, analizando el comportamiento
deds........... dy, y de las correspondientes probabilidades acumuladas que aparecen
en la expresion final, que el modelo converge al del nuestro anterior trabajo sin

riesgo de credito.

Tal comprobacion la realizamos también numéricamente, empleando un ejercicio
formulado al efecto, que resolvimos mediante la aplicacion de los modelos

obtenidos en los dos trabajos, desarrollando para ello un codigo en VBA(*).

(*) Agradecemos muy especialmente la colaboracion del Profesor Mauro de Jesus, Magister y Licenciado

en Finanzas.
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En la Figura 1 a continuacion mostramos los resultados que arroja el modelo sin

riesgo de crédito para diferentes valores del subyacente y un VN de 100.

Valor del Bono
=
—_—

900 1.100 1.300 1.500 1.700 1.900 2.100 2.300

Valor del Subyacente

Figura 1. Valor del bono sin riesgo de crédito

En la Figura 2 a continuacion superponemos al resultado anterior el obtenido

de la aplicacion del modelo con riesgo de crédito.

115
o 110
g
m 105
9
< 100
S
§95."":"":"":"":"":"":"":
900 1.100 1.300 1.500 1.700 1.900 2.100 2.300
Valor del Subyacente
e \/alor del Bono sin Credit Risk = =8= = Valor del Bono con Credit Risk

Figura 2. Valor del bono con y sin riesgo de crédito
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Analitica y/o numéricamente puede comprobarse que el resultado esperado se
satisface, convergiendo el resultado del modelo con riesgo de crédito al del nuestro

primer trabajo cuando la probabilidad de default converge a cero.

Conclusiones

En el presente trabajo proponemos una solucion analitica o “closed form solution”
para la valuacion de productos estructurados consistentes en instrumentos de deuda
Cuyo pago esté atado al comportamiento de un indice accionario, apelando para ello

a la teoria de valuacion de instrumentos derivados.

Reconociendo que productos como el analizado no gozan, en general, de las
garantias de los instrumentos derivados negociados en el ambito bursatil,
incorporamos a nuestro modelo la existencia de riesgo de credito, apelando para tal
fin al Approach Estructural propuesto originalmente por Robert Merton, y

asumiendo un nivel de deuda determinado.

La expresion obtenida puede entenderse como un caso general del modelo

propuesto en nuestro anterior trabajo, sin riesgo de creédito (Perillo, 2021).

La seccion dedicada a la revision de la literatura relacionada con la modelizacion
del riesgo de crédito nos permite identificar diversas direcciones pasibles de
exploracion en futuros trabajos, adicionalmente a las que de por si nos proporciona

la teoria de valuacién de instrumentos derivados.
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