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SINTESIS
En este trabajo se muestra que el estimador de minimos cuadra-

dos para los coeficientes de una regresidn miltiple, es muy sensi-
ble a la normalidad de los errores o a perturbaciones en el modelo,
pudiendo unas pocas observaciones atipicas aumentar enormemente su
error cuadratico medio. Se introduce el concepto de estimador ro-
busto que corresponde a un estimador que se comporta en forma esta-
ble frente a pequefias perturbaciones en los errores o el modelo.
Dos clases de estimadores robustos son revisadas: estimadores del
tipo de mdxima verosimilitud (M-estimadores) y estimadores del tipo
de mixima vercosimilitud generalizados (CM-estimadores). Se muestra
que los primeros son robustos frente a perturbacicnes en 1los erro-
res, y los segundos frente a perturbaciones en los errores ¢ en el
modelo. Se realizan comparaciones numéricas entre los diferentes
estimadores robustos y el estimador de minimos cuadrados que mues-
tran claramente la conveniencia de utilizar los primeros, ya que en
presencia de unas pocas observaciones con perturbaciones, pueden dar
lugar a enormes ganancias de eficiencia, pero sélo a despreciables
pérdidas en ausencia de las mismas. Se describen algoritmos que

permiten el cdmputo de los estimadores robustos.

*Se agradece la colaboracidn de Ester Lagomarsine en el cHmputo de
las varianzas asintdticas de la Seccifn 8, como también los comen-
tarios tecibidos de parte de miembros del C.E.M.A.



0. Introduccion

Sea el modelo de regresidn multiple:
Y = 0121+ 08,2, + ...+ Oplyp + U

donde Y es la variable independiente, Z1, 22’ e s ZK son K varia-
bles dependientes y U es el error. Supongamos ademis que se han ob-
servado las variables durante T periodos.

Usualmente 6,, ..., BK son estimados por el método de minimos
cuadrados. Es decir, se eligen de manera de minimizar 1la suma de
los cuadrados de los residuos. Es bien conocido que este método es
Optimo si los errores de los distintos periodos son independientes
con distribucidén normal de media 0 y una misma varianza en todos los
periodos. Sin embargo la hipdtesis de normalidad de los residuos es
poco justificable en serieé econémicas.- Especialmente en las series
econdmicas argentinas, son frecuentes errores groseros en las obser-
vaciones, por lo que es de esperar que'las colas de las distribucio-
nes de los errores sean mas pesadas que las que corresponden al ca-
SO normal.

Otra hip6tesis en la que se basa la optimalidad del método de
minimos cuadrados es que el modelo de regresidn mialtiple se cumpla
én todos los periodos. Esto tampoco puede garantizarse en 10s mo-
delos econbmicos, donde es frecuente encontrar periodos donde 1los
mismos son perturbados por acontecimientos institucionales o politi-
Cos que no son contemplados explicitamente.

Esto hace que resulte importante estudiar el comportamiento del

estimador de minimos cuadrados frente a 2 tipos posibles de pertur-
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baciones: a} cuando los errores no son normales, por ejemplo si exis-
te un cierto porcentaje de observaciones con errores groseros, b) el
modelo puede dejar de cumplirse en algunos periodos anormales.
En este trabajo se muestra que el estimador de minimos cuadrados
es sumamente sensiblé a los 2 tipos de perturbaciones mencionadas, y
basta que por ejemplo haya 10% de errcres proseros o un 10% de pe-
riodos anormales para que su error cuadritico medio aumente enorme-
mente, por ejemplc més del 900%.
Frente a este situacién se hace imperativo buscar otros métodos
-de estimacidén que sean mas estaﬁles frente a las perturbaciones men-

cionadas, y que al mismo tiempo sean eficientes cuandoc no las haya.

Estos métodos de estimacidn se denominan robustos.

En este trabajo se hace una revisién de los 2 tipos de estima-
dores robustos que consideramos mis eficaces y que al mismo tiempo
son simples de implementar, los estimadores del tipo de mdxima vero-
similitud (M-estimadores), y estimadores del tipo de m&xima verosi-
militud generalizédﬂs (GM-estimadores). Los primeros son robustos
frente a perturbaciones del tipo a), vy los segundos frente a pertur--
baciones del tipo a) y b). Lo interesante de estos estimadores es
que el aumento de su eficiencia respecto al estimador de minimos -
cuadrados (medido por ejemplo en la disminucidn de su error cuadri-
tico medio)} en presencia por ejemplo de un 10% de observaciones con
perturbaciones, puede ser enorme e inclusive infinita, y al mismo
tiempo, en el casc que no haya perturbaciones (errores normales Y
el modelo siempre se cumple), la pérdida de eficiencia es sélo del

5%. Por lo tanto la utilizacidn de estimadores robustos puede pro-



ducir enormes ganancias perc a leo sumc muy pequefias pérdidas.

E1l siguilente modelo muestra la sensibilidad del estimador de mi-
nimos cuadrados frente a la presencia de unas pocas observaciones a-
normales. Consideremos el siguiente modelo de regresidn lineal mdl-
tiple que puede censiderarse una versidén simple del modelo de Har-

berger:
Y = €1X: + 02Xz + 03

donde:

Y es la tasa de variacién del indice de precios al por mayor,ni-
vel general (fuente INDEC);

X1 es la tasa de variacién de la oferta monetaria (M2),(fuente
International Financial Statistics, Fondo Monetario Internacional);

XZ es la tasa de Variaﬁién del producto bruto interno {fuente
Banco Central de la Repiblica Argentina}.

Consideramos datos trimestrales correspondientes a los periodos
que van desde el segundo trimestre del afic 1971 hasta el cuarto tri-
mestre de 1578,

La estimacidén de minimos cuadrados de 6;, 62, 683, da los si-
guientes valores. Los nGmeros entre paréntesis son las desviacio-

nes standard estimadas.

Y = 0,56X, - 0,98X, + 0,12
(0,33) (0,73) (0,09)

El error standard de la regresibn es 0,26.

De acuerdo a estos resultados, ningflin coeficiente es significa-



tivamente distinto de 0 a un nivel de confianza de 0,05.

Los residuos correspondientes estan dados en el siguiente cua-

dro:
h Afio| 1971 1972 1973 19714 1975 1976 1977 1978
' ' -0,14
0,07
0,00
0,02

Lo que se obsérva es que los errores correspondientes al segun-
do trimestre de 1975 y al primero de 1976 son exageradamente gran-
des, mids de 2 errores standard de regresidn en el primero y aproxi-
madamente 4 en el segundo, y por lo tanto se puede sospechar que se
trata de periodos atipicos. Esta sospecha se confirma si se recuer-
da que en dichos periodos ocurrieron hechos no tenidos en cuenta en
el modelo, especialmente relacionados coh las expectativas de infla-
ciodn.

Apliquemos ahora un método robusto de estimacidn, que seri ex-

plicado en la Seccidén 4. Los resultados son los siguientes:

Y = 0,40X, - 0,54X, + 0,11
(0,10) (0,22) (0,03)

~Se puede observar que los coeficientes estimados cambiaron notable-

mente y hubo una mejora muy importante en la precisidén, si se mide

ésta por la disminucién de los errores standard, ya que el cociente



entre ambas es 3,03, Es decir el método robuste scria 3 veces mis
eficiente que el de minimos cuadrados. Esto se debe a que el méto-
do robusto determina cudles observaciones son sospechosas y les da
menos peso en el proceso de estimacidm. ?ulveremﬁs a este ejemplo

al final de 1a Seccidn 5.

1. Modelo de Regresidn Mialtiple

Consideremos el modelo general de regresi6n madltiple:

lekzkt U t =1, 2, «u.,T

n o1 =

(1.1) v, = .

donde Z1 ¢ ©S el valor numérico de una variable independiente Zk ,

t

1 < k < K, (K variables independientes}, u_ es el error del periodo

T
t, ¥y 61, 02, ..., 8¢ son los coeticlentes de regresiin,

En forma vectorial escribiremos:

(1.2) y, = 28 + u, t =1, 2, u., T
- ' — 1
donde Z, = (Zy¢r vovs Zge)'s © (8 vy BK)

Notacidén: En general, los vectores serén vectores columna, el simbo-

lo ' indicari transpuesto de un vector o una matriz. Por lo tanto,
un vector seguideo de ' ser& un vector fila. ‘El simbolo . debajo de
una letra indicari que se trata de un vector o una matriz.

En forma matricial (1.1) también se puede escribir como:
(1.3) y = 2'¢ +u

donde Z es la matriz cuvo elemento k, t es Zypr YT [v1, ...,yTJ',

an

u = (u1, c e uT)‘.
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Las hipbtesis usuales que se formulan sobre los errores U, son

las sigulientes.

H1: E(ut) =0, t=1, ...T, donde el simbolo E indica esperanza o

valor medio.

HZ2: Los errores U, t=1, ...,T, tienen todos una misma distri-

bucién que se simbolizard con F,.

H3: Los errores U, t
H4: Los errores U s t=1, ...,T tienen distribucidén normal.

El estimador utilizado generalmente para 0 es el estimador de

1,..., T son independientes,

minimos cuadrados (EMC) que indicaremos por © El EMC se define

MC'
como el valor de 8 que minimiza:

! 2
(1.4) I (y, - z'g)
p=1 0 ~ b~
. N - o A ' *
El EMC viene dado por ey {eHCl, ey HMGK) con:

o _ -1
(1.5) 8, = (22")7 'Zy

- g g

La matriz de covarianza del EMC viene dada por:

(1.6) cov(8,.) = var(F)(zz')"’

donde var{F) es la varianza de la distribucidn F. Para una justi-
ficacidn de {1.5) y (1.06) ver por ejemplo Theil (1971).

La justificﬁciﬁn para el empleo del EHC se basa en las siguien-
tes propiedades.

P1. Si se cumplen H1 a 14, entonces BMG es el estimador inses-

gado de 8 con minima matriz de covarianza. Esto implica que la va-

A

rianza de cual quier combinacidn lineal de © tiene menor varianza

MC



que la misma combinacidén lineal de cuqlquier otro estimador insesy -

deo de 6. En particular 6

6 ok €5 el estimador insesgado de 8

k'.!
1 < k < K, con menor varianza, Ver por ejemplo tecorema 8.3 de Thei
(1971).

™

PZ. 8i se cumplen HY a H4, entonces 8

Me es el estimadnr de ma-

zima verosimilitud (EMV) de 0, y por lo tanto, bajo condiciones muy
generales sobre la matriz Z es asintdticamente normal y eficiente.

T

Ver por ejemplo teorema 8.2 de Theil {(1871)

P3. (Gauss-Markov) Si se cumple H1 a H3, entonces %ME es el es-
timador de minima matriz de covarianza entre todos los estimadores
insesgados de 6 que son combinaciones lineales de y- Ver por ejem-
plo teorema 3.4 de Theil (1971).

Las propledades P1 y especialmente P2 justifican la utilizacién
de EHE cuando se cumplen H1 a H4. ©Puede quedar en la propiedad Pi
alguna duda sobre el significado de imponer la restriccidn que los
estimaderes sean insesgados, y efectivamente para muestras chicas
pueden encontrarse estimadores sesgados mejores que el EMC (Fdn menor
error cuadritico medio), especialmente cuande hay multicolinealidad
en las variables independientes. No nos ocuparemos en este trabajo
de la posibilidad de mejorar la estimacidn de 6 usando estimadores
sesgados. Puede consultarse para esto por ejemplo Hocking (1976).

Por otro lado la propiedad P3 se ha utilizado para justificar
la eleccidn del EMC cuando no hay normalidad. Sin embargo no resul-
ta esta propiedad un argumento satisfactorio, ya gue no hay ninguna

razdn para restringirse a estimadores que sean combinaciones linea-

les de y. Aunque esta restriccidn se justificase en el pasado en
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virtud de las dificultades de cdlculo que implicaba utilizar esti-
madores no lineales, actualmente el argumento ha perdido vigencia
debido a las posibilidades de acceso a los sistemas de cémputo e in-
cluso a las calculadoras electrdnicas manuales.

Por lo tanto, si desechamos P3 como justificacién para el uso
del EMC solamente nos quedan las propiedades P1 y P2, las cuales re-
quieren que se satisfaga H1, H2, H3 y H4. Como Hl no es una restric-
cion en el caso usual que la dltima variable Zk sea constante 1, vy
como las hipdtesis H2 y H3 han sido abundantemente discutidas en la
literatura, en este trabajo discutiremos solamente los problemas que
surgen con el EMC cuando H4 no es satisfecha. Previamente estudia-

remos la verosimilitud de esta hipdtesis.

2. Razonabilidad de la Hipdtesis de Normalidad de los Errores

El fundamento tedrico para suponer que los errores son normales
es el Teorema Central del Limite. Este teorema afirma, por ejemplo
en el enunciado de Lindeberg, que si una variable aleatoria es suma
de muchas variables independientes, ninguna de las cuales predomina,
entonces puede aproximarse por una variable normal. Para un enuncia-
do mas preciso, ver por ejemplo Breiman (1968).

Es facil imaginar, especialmente en series econdmicas, motivos
por los cuales los supuestos del Teorema Central del Limite pueden
ser violados. Muchas veces en el término u de la ecuacidn (1.1)
hay una causa que predomina, por ejemplo una medida de politica eco-
nomica o un factor externo que influyd sobre el valor de Yo Puede

ocurrir que estos factores que distorsionan el modelo se conozcan y

puedan ser considerados explicitamente como variables mudas, pero
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también puede suceder que se desconozcan, y por lo tanto convenga

considerarlos incluidos en el término de error ut. En este caso es

muy probable que la distribucidn de los u, no sea normal, y que la

i
probabilidad de errores groseros sea mayor que la que corresponde-

ria a errores normales.

3. Robustez de un Estimador y Robustez del EMC

Esta incertidumbre sobre la distribucidn de los u conduce a

£
preguntarse scobre la eficiencia del EMC cuando la distribucién no es
normal ¢ al menos en una vecindad de la distribucidn normal. La teo-
ria de la robustez trata con esta dltima posibilidad, es decir estu-
dia la eficlencia de un estimador en l1a vecindad de una distribucién
dada, en particular en una vecindad de 1la distribﬁ:iﬁn nermal. Un
estimador se dir8 robusto para una distribucidn dada F, cuando sea
eficiente no sdlo para esa distribucidén, sino también para distribu-
ciones prdximas a la misma, es decir en una vecindad de F.

Como &1 concepto de robustez introducido depende de.la nocidn
de vecindad de una distribucidén F. vamos a precisar este concepto.

Una forma de introducir una vecindad de una distribucidn Fﬁ,
que fue introducida por Tukey (1950), es la siguiente. Sea € > 0,
se¢ definiri vecindad de la distribucién FU con contaminacidn de ta-
maiic £, que 1ndicaremos CoOn vE(FD] como:

VE(FDJ = {todas las distribuciones F de la forma

F = ({1- )F, + G, donde G es una dis-
tribucidn grbitraria}

En caso de que Fosea simétrica, puede interesar definir una ve-



10,

cindad de distribuciones simétricas. En este caso se define 1a ve-
cindad simétrica de FU con contaminacifn de tamafio £, que indicare-
Mos con VE(FU) como el subconjunto de VE[FD] correspondiente a G si-
métrica.

Sea F una distribucién de vE{FU) dada por F = [T-E)Fﬂ + £G, lué-
go un error con distribucién F puede interpretarse como una variable
que con frecuencia (1-¢) tiene distribucién F, (podrian corresponder
a los periodos normales con por ejemplo, FO nermal), vy que con fre-
cuencia & tiene una distribucidn arbitraria G (por ejemplo en los pe-
riodos anormales). Sea por ejemplo ¢ = 0,1, F = N(0,1)(N(u,a?), in-
dica una distribucidén normal con media 0 y varianza ¢®}, y G = N(0,16).
Luego si F==(1-E)FU * €6, es la distribucidén de los errores, se ten-
drd que el 90% de los perfodos son normales y un 10% son anormales,
Con errores ¢on una varianza 16 veces superior. La distribucién fi-
nal F resultante tendr& colas méas pesadas que las de una distribucidn
normal, es decir las colas decreceridn mis rdpidamente. Esto hard que
los errores groseros sean mds probables que los que corresponden a u-
na distribucidén normal. Por ejemplo se tendrd que var(F) = 0,9x1 +
®,1x16 = 2,5, el error standard o = 1,58 y P(|u| > 2,570) = 0,02,
contrariamente al valor 0,01 para distribuciones normales.

Estudiaremos ahora la rcbustez del EMC. De acuerdc a la teoria
asintética (ver por ejemplo teorema 8.2 de Theil (1971})), bajo condi-
ciones muy generales sobre la matriz Z, la distribucién del EMC es
aproximadamente normal, con matriz de covarianza dada por (1.6), ¥y
por lo tanto la eficiencia de este estimador quedari determinada por

esta matriz, especialmente por su traza, es decir por la suma de 1las
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varianzas de sus diferentes componentes. Como la matriz (1.6) es

- proporcional a var{F), ya que la matriz ZZ' es constante en este mo-
delc, de acuerdo al criterioc de robustez enunciado anteriormente, pa-
ra estudiar cudn robusto es el EMC en FO, se deberd estudiar el com-
portamiento de var(F) en una vecindad VE(FD). Pero si F==(1-E}FD + EG,
entonces var(F) = (I-E)var(FU) + evar{G). Como G es arbitraria,
var{G) puede ser arbitrariamente grande e inclusive infinita. Por

lo tanto en cualquier vecindad de PU’ VE(F), con € tan pequefio como

se quiera hay distribuciones F con varianzas tan grandes como se quie-
ra e inclusive infinita. Esto muestra cufin sensible es el EMC a la
hip6tesis de normalidad de los residuos. Una pequefia contaminacién

en la distribucién de los residuos, aumenta su varianza enormemente

y por lo tanto las varianzas de las CGmpDﬁentes del EMC., En el ejem-
plo dado anteriormente de Fo= N(D,1), €= 0,1 y G = N(0,16}, como he-
mos visto var(F) = 2,5. Es decir una contaminacién del 10% produce

un aumento de la varianza del 150%. Si G fuera una distribucitn de
Cauchy, y por lo tanto var(G) = = se tendria que var(F) = «». Esta
falta de estabilidad del EMC en la vecindad de una distribucidn dada
muestra que nc es robusto: unas pocas observaciones con errores gro-
seros hacen que el estimador aumente su varianza enormemente.

Un enfoque tradicional para remediar esta situacidn consiste en
identificar las observaciones con errores groseros (outliers), utili-
zando los residuos, y luego tratar de entender 1la causa del desajus-
te o surpimirlas. La desventaja de esta metodologia consiste en que

la identificacidn de las observaciones con errores groseros se basa

en el estudio de los residuos estimados:
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2,9

donde E es el estimador disponible, y por lo tanto para que estos re-
siduos estén bien estimados, se deberd tener que § debe ser un buen
estimador de 6. En caso que § sea el EMC, esta dltima condicidn no.
se cunple, y por lo tanto la identificacitn de los errores groseros
puede ser problemdtica. Luego inclusive para identificar las obser-

vaciones con errores groseros en forma eficiente es preciso contar

con un estimader robusto.

4. Estimadores Robustos de Regresidén: M-Estimadores

Supongamos gque 1a distribucidn de los errores F fuese conocida,
luego en este caso se podria utilizar para estimar 8 el estimador de
maxima verosimilitud (EMV)}, del cual se conoce gue en general, salvo
casos patoldglcos muy rarﬁs, es asintdticamente 5ptimﬂ‘ Supongamos
ademis que F tiene derivada f. Luego la funcidn de verosimilitud de

los u,, 1 <t < T estard dada por:
T

Ly -oos ups 8 = Mo

f(ut]

y como u, =y, - zEB, la funcidn de verosimilitud de las observacio-

nes y., estd dada por:

T

t=1f(yt B EE?J

L(Yys «ovs Ygs8) = T
Tomando logaritmos naturales se tendréi:
T
InL{y,, ..., ¥g,8) = tElln fly, - z/9]

Luego s1 llamamos:
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pe{u) = -1n £(u)

¢l EMV seri el valor de 8 que ninimiza:

(4.1) I oy, - 216)

t=1
En el caso de que f sea la densidad correspondiente a una dis-
tribucién N(0,0%), se tendrd og(u) = u’/2s? y el EMV sera el EMC.
Derivando (4.1) respecto a cada componente ﬁk de g, se tendréa
- que el EMV deberd satisfacer:
T
)

(4-2) T uglyy - 28z = 0 k=1, ..., K

t

0 en forma vectorial:

(4.3)

il 1 =3

belyy - z{8)z, = 0
1 .

T

donde b, = p%. En el caso particular de que f sea 1la densidad co-
rrespondiente a una N(0,c?), b = u/c®, y se obtienen las ecuacio-

nes normales del EMC:

n
=
FI

I
—
)

T
- I
Py - 2,

Sin embargo, el EMV, que se obtiene minimizando (4.1) o resol-
viendo (4.2), e¢s5 de poca aplicabilidad, ya que la distribucidn ver-
dadera F y por lo tantoc también f son generalmente desconocidas, De
.thGS modos (4.1) vy (4.3) sugieren una forma de construir estimado-
res robustos: elegir la funcidn p o su derivada y independiente de
F, pero de manera que el estimador resultante sea robusto en un en-

tornoe de una distribucién F dada. De acuerdo a estz idea se definen
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o

estimadores € tales que minimicen:

(4.4)

n -1 -3

p[:}'rt: ) Eéﬁ]

t=1

o como solucidn del sistema:

{4.5)

i 1

yly, - z/8)z =10

t=1

Estos estimadores que se dencminan estimadores del tipo de méa-
xima vercosimilitud (M-estimadores)}, fueron propuestos por Huber (1964)
para estimar uﬁ pardmetro de locacidn, y luego extendidos para. el ca-
s0 de regresidn por Relles (1968}, Huber (1972), Ychai (1974}, Yohai
y Maronna {1979), Klein y Yohail (1979).

Se puede mostrar, ver por ejemplo Yohai y Maronna (1979}, que

s1 se cumple:

(4.6) Eg(v(u)) = 0

entonces bajo condiciones muy generales, la solucidn 6 de [4.5) es a-

sintdticamente normal multivariada con media 9 y matriz de covarianza:

(4.7) V(p,F)(zz")"

donde:

(4.8} V(,F) = Eg(v*(u))/(Eg(¥'(u}))",

Luego la matriz de covarianza asintdtica de un M-estimador sera
proporcional a V{¢,F). Por lo tante, si se quiere que un M-estima-
dor sea robusto en un enterno de una distribucidn Fﬂ simétrica, ¢ de-

berd elegirse de manera que V(y,F) sea estable en ¥§[F}. Una forma
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de medir la estabilidad de V(¥,F) en ese entorno esti dada por:

V (v,F,) = maxFEvthD)V(¢,FJ

donde max indica valor miaximo (en este caso en el entorno VE(FDJJ,
Una forma de elegir & serd por lo tanto minimizando ?é(w,FD].
Huber (1964) demuestra que existe y* dependiendo de Fq ¥y &, tal que
?E(w*, Fy) es minima. Para el caso en que FU sea la distribucién
N(0,0?), se puede mostrar que la funcidn ¢* éptima es la de la for-

ma .

(4.9) w*(u) = ¥ _(u/o)

donde:

(4.10) v (W = {-k si u < -m

y donde el valor m depende del grado de contaminacién ¢ a través
de una expresion complicada. La funcién y#* dada por (4.9) correspon-

de a una funcidn p* dada por:

(4.11) p*(u) = UEDm{UfU]
Con;:
(FUEKZ si Jul < m

(4.12) o (u) (3/2)k“ - ku  si u < -m

Ik
-

-k2/2 + ku Ss1 u > m

\

Esta funcidn, cuya forma puede verse en figura 4.1, es cuadri-
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Fig, 4.1.

tica para |u] < m y lineal para [u| > m, y por lo tanto se puede de-
cir que el estimador asociado a Uy da menos peso a los errores gro-
seros que el EMC. Si ¢ » 3, entonces m = 0 y el estimador correspon-
diente es el estimador de minimos valores absolutos (EMVA). GEste dl-

timo estimador estd definido como el valor de 8 que minimiza:

n 13

(4.13) ly, - z18]

t=1

Cuando ¥ estd dada por (4.9} y (4.10), el sistema (4.5) se trans-

forma en:

(4.14)

n o1

Um((y, - 2!8)/c)z_ = D
1

t

El hecho de que ¢ aparezca en el denominador dentro de ¥, hace
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que €l estimador resultante sea invariante respecto del sistema de
unidades en que fue medido. Es decir, si todas las observaciones
son multiplicadas por un mismo factor 3 el estimador 3 también seri
multiplicado por X.

Para el caso general de M-estimadores dados por (4.5), si se
quiere que el estimador sea invariante, ese sistema deberi ser reem-

plazado por:

(4.15)

o=

W((yy - z!8)/0)z, = O

=1 B

donde ¢ es un pardmetro de dispersidn. En general ¢ no es conocido
y debe ser estimado. Para estimar ¢ hay 2 alternativas: (a) estimar
g a partir de un estimador inicial de # invariante; (b) estimar & y

g simultineamente.

(0)

En el casc (a), a partir de un estimador inicial invariante §
. .

de 0, se estiman los residuos u. por:

-

z'a(ﬂ] t

ut - yt ) vy

y utilizando estos residuos se estima el pardmetro de dispersidn o.
Algunos estimadores propuestos son:

L) T o
(I ui I(T-Khlzz (desviacidn standard muestral)
t=1

g, = mediana (|utE)K¢_1(3f4), con ¢(x) la funcidn de distri-
bucién de una N(0,1}, {Mediana muestral

Q)
[

de los valores absolutos normalizados)

La constante de normalizacidn se elige de manera que si la distribu-

F et

cidn de los u, es N{(0,1), entonces o2 + 1.
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g; =(u{[0,75T1) - u([0,25T])/(2¢ 1(3/4)), (intervalo inter-
cuartil muestral normalizado),

F oy

donde u(1) < u(Z) < ... < u(T) son los valores u, ordenados y [ ]

t
indica parte entera. La constante de normalizacién fue elegida de

oy

manera ¢ue si los u_ son N{(0,1), entonces o; -~ 1.

t
Fal
De estos 3 estimadores, el primero, o;, no es robusto, ya gue

€s muy sensible a errores groseros. Por lo tanto se aconseja utili-
s, .
zar G.0 Oj3.
En .coanto al estimador inicial E[?)deberﬁ ser como se dijo un
estimador invariante de 6. Dentro de los M-estimadores, los iinicos

invariantes que no dependen de o estin dadas por 1la funcidn p si-

gutente:
(4.16) p(u) = |ulP

De estos estimadores, los mds utilizados SDHIIUS correspondien-
tes ap=2v ap-=1, es decir el EMC y el EMVA respectivamente.

E1 EMC es mas fécil de calcular, pero como hemos visto es muy
sensible a errores groseros. El EMVA por otra parte es mucho menos
senslible a la presencia de errores groseros, y por lo tanto se Teco-
mienda como estimador inicial. Un algoritmo para su cdmputo puede
verse por ejemplo en Amstrong y Frome (1976).

A pesar de que el EMVA es poco sensible a errores groseros, no
se lo.aconseja utilizar como estimador final de 8 ya que es poco e-
ficiente para el caso normal. §i la distribuciﬁn de los u, es N(0,ad%),

el valor de V(y,F) para el EMC es ¢? y para el EMVA es % 2 ~ 1,570%,
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es decir resulta 57% menos eficiente que el EMC.

En el caso (b) de estimacidn simult@nea de & y ¢ se debe agre-
gar al sistema {4.15) una ecuacidén mds. Huber (1972) propuso que

la ecuacién suplementaria sea de la forma:

(4.17) = X{(y, - 2L 98)/0)/(T-K) = B

COIL:

g = E(X°(u))

~donde u es una variable con distribucién N{0¢,1}), v X una funcién moné-

tona no decreciente e impar, por ejemplo en la familia dada por (4.10)

o>. Interpretacidn de los M-Estimadores como Estimadores de Minimos

Cuadrados Ponderados Iterados. Procedimiento de cdlculo

Consideremos la ecuacién (4.15) gue define los M-estimadores in-

o

variantes y supongamos que o es estimado por o. Es facil ver que es-

ta ecuacidn también puede escribirse como:

T
(5.71) til[yt - Eégjgtwt = E
con
(5.2) w_ = w((y_ - z!'8)/0) vy w(u) = y(u)/u

Luego resclviendo {5.71) el M-estimador 8 sc podri escribir como:

Wz z! -1 g W
1 BT

P »

(5.3) =

C

n e

trt5t

Este estimador corresponde a la estimacién por minimos cuadra-

dos ponderades con pesos w,, es decir al valor que minimiza:
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-4 3

2
- T
. (Y = 2080wy

Il

t
La ecuacidn [5.%) no permite el c¢ilculo directo de E, ya que

los valores W, 4 su vez dependen de %. 51in embargo, el sistema (5.3)
sugiere el siguiente método iterativo para la resolucidn de (4.15).

S5e parte de un estimador inicial Q(D) que puede ser el EMC o el EMVA,

(0)

Yy se calculan los pesos W

porT w((yt - Eéﬁ(ﬂ})fﬂ), luego se calcu-
la un nuevo estimador:

T
We Etft) § t Yiele

A T
(s.4) et (1
- =1 t=1

Con este valor ﬁj)se calculan nuevos pesos w(l)= W[{Yt-ZéE(l})/ﬁ]

y S$e computa:

T

T .
wil) -1 (1)
(2 W "7z z!) r Wty 2

~(2
A(2)_

Iterando este procedimiento se construye una sucesién de estima-
dores g{j} que en general va a converger a un vector solucidn de
(4.15). Cnndiciﬁnes para la convergencia de este procedimiento pueden
encontrarse en Klein y Yohai (1979). E1 valor ; puede reemplazarse
por ;2 0 ;3 descriptos en la Seccidn 4, basados en el estimador ini-
cial %(0)' S1 se quiere éEtimar simultineamente 8 y g, se calcula
un estimador inicial de o0 que llamaremos S(G} a partir del estimador

inicial Q(D). Luego con este valor se calcula w UH:;W{QQ;E'Ba”)fﬂ“n].

L
Luego se calcula B(l) por (5.4). El proceso iterativo continda ahora
calculando un nueve estimador de o que llamaremos U(l). Para esto se

utiliza la (4.17) que también puede escribirse:
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X0 2'9) /) / ((T-X) §)

L]

Pl

1

a >

3
ot X

Reemplazando en el segundo miembro & por B(lj v 0 por G{D) obtenemos

5 (1)

-1 g

(1) ;(D)[

X*(y, - 22 86 @y r-x8) 1t
E

~L -~

1

(1) (1)

L
2 iteraciones sucesivas se obtengan diferencias despreciables.

Usanda ¢

y gfl) se calculan los w y asi se itera hasta que en

S5i se usa § como una funcién en la familia Y dada por (4.10)

la funcidn de pesos dada por (5.2) estarid dada por:

. L <
1 51 |y, Etg < g
wt= s - ~ A
mo/|y, - z'8] si |y, - z'8] > mo

Es decir los pesos son constantemente iguales a 1 si los errores es-

timados son menores ¢ iguales que mo, luego comienzan a decrecer, ten-

diendo a 0 cuando estos errores tienden a infinito. Ver figura 5.1,

w o(x)

e Sy . o - — —

5
a

Figura 5.1.
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En el ejemplo dado en 1la introduccidn se utiliza el estimador
basado en la funcién P, de Huber conm = 1,345 (este valor se justi-
ficard en la Seccidén 8) y la estimacidn simultédnea del parimetro de

Pt

escaia o, El estimador de o, resultd o = 0,08 que es completamente

diferente al valor 0,25 obtenido con EMC. El algoritmc de cémputo

utilizado fue el descripto anteriormente y la convergencia se obtu-

vo en 4 1teraciones.

Afid 1971 | 1972 | 1973 | 1974 | 1975 | 1976 | 1977 | 1978
Tri
1,00 | 1,00 0,65 | 1,00 0,10 | 1,00 | 1,00
1,00 | 1,00 | 1,00| 1,00 | 0,17 | 1,00 | 1,00 | 1,00
1,00 | 1,00 | 0,52{ 1,00 | 0,39 | 1,00 [ 1,00 | 1,00
1,00 | 1,00 { 0,72] 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00

El sistema de pesos finales fue el siguiente:

Como se ve en este cuadro, las observaciones con menos peso
son el primer cuatrimestre de 1976 (0,10) v segundo cuatrimestre de
1975 (0,17), que correspondian a los perfodos con mayor residuo lue-
go del ajuste con el EMC. Sin embargo este cuadro muestra que hay o-
tras observaciones cnn.punderaciﬁn reducida por ejemplo el tercer
cuatrimestre de 1975 (0,39), tercero de 1973 (0,52), primero de 1978
(0,65) y cuarto de 1973 (0,72). Estas observaciones no resultaban
- sospechosas cuando se utilizan los residuos del EMC, pero en cada i-
teracidn que se realiza la mejora en los estimadores de los coefi-

cientes induce una mejora en los estimadores de los residuos permi-

tiendo de esta forma descubrir nuevas observaciones sospechoesas.
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0. Familias de Funciones ¢ no Mondtonas

Ya hemos visto en la Seccidn 4 que de acuerdo al criterio de mi-
nimizar la miAxima varianza en una vecindad de l1la distribucién normal,
la eleccidn de la funcidn deberia hacerse en la familia ¢, dada por
(4.10). Sin embargec en muchos casos, ni siquiera podemos estar segu-
ros que la distribucidn F de los errcres U, estin en una vecindad'de
la normal, es decir en principio 1a funcibn F puede ser totalmente
arbitraria, por ejemplo una distribucién de Cauchy. Para estos casos
se han propuesto otras clases de funciones y, cuyos estimadores se .
':nmpnrtan aln mds establemente que 1os correspondientes a los y . cuan-
do la indeterminacidn de la F es total. La idea bisica es gque como
puede esperarse que los errores tengan una distribucidén F con colas
muy pesadas (alta probabilidad de errores groseros), directamente
darle peso 0 a las observaciones muy sospechosas, es decir a aquellas
que aparentan errcores groseros. Por 1o tanto de acuerdo a (5.2), la
funcidn Y(u) debe anularse para u suficientemente grande. Estas fun-
ciones ¢ no son mondtonas (contrariamente a lo gque ocurria con las
Ym)s» ¥ Sse denominan redescendientes. Algunas familias de funciones
redescendientes propuestas son las siguientes, |

(a) Familia de Hampel. Fue introducida por Hampel (1968}. De-
pende de 3 parf@metros reales no negativos a, b, c¢. La funcidn ¢ vie-
ne dada por:

u si ju| < a
(u) = asg(u) - sia< jul <b
a(c-|u|)sg(u)/(c-b) si b < |u|] < c

0 si fu| > ¢

La funcidn sg(u) vale 1 si u > 0, 0 si u=20y -1 st u<2
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La forma de estas funciones puede verse en la figura 6.1,

Y(x)

Fig., 6.1.

La forma de la funcidn de peso correspondiente w(u) = y¢{u)/u

puede verse en la figura 6.2
wi(x)

(b} Familia seno. Fue estudiada por Andrews (1974). Depende

de una constante k positiva. La funcidén §y viene dada por:

sen(u/k) si |u| < Kk u

b, (u) =

0 | si jul > k n

La funcidén de peso w(u) correspondiente se puede ver en la figura

0.3,
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w{x]-

-km kn X
Fig. 6.3.

(¢c) Funcién bicuadrada. Fue introducida por Beaton y Tukey
(1974). Depende de una constante k positiva. La funcién ¢ esti da-
da por:

2,2 .
u(1-(u/k)*) si |u| < k

Y, (u) =
: 0 | si Ju| > k

La forma de la funcién de peso correspondiente puede verse en

la figura 6.4.

w(x)

-k k X
Fig. 6.4, |
Otras familias de funciones mon6tonas y resdescendientes para

1a eleccidn de la funcidn ¢ pueden encontrarse en Holland y Welch
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(1977). Para el estudio de las propiedades asintdticas de los M-es-
timadores basados en funciones Y redescendientes pudde verse Klein v
Yohai (1979).

Una forma de elegir los parametros de estas curvas, es utili-
zando los valores que dan un valor V(¢,¢) = 1,05, donde ¢ es la fun-
cidn de distribucidén de una N(0,1). Esto significa que los estima-
dores correspondientes tienen una varianza 5% mayor que la del EMC
cuando los errores son nﬂfmales. Este pequefic aumento de ia varian-
za de estos estimadores para €l casc normal va a ir acompabado por
disminuciones mucho mds importantes cuando haya contaminacidn con e-
rrores groseros. En la seccidn 7 se da un cuadro cen el comporta-
miento de diferentes estimadores robustos y el EMUC para diférentes

distribuciones F.

7. Estimacidn de 1la matriz de covarianza de los M-estimadores

La matriz de covarianza asintética de un M-estimador definido
por (4.5) estid dada por la fdérmula (4.7). ©S5i se usa un estimador
invariante dado por (4.15) dnnde.n esti reemplazado por un estimador
consistente g, la formula (4.7) seguirid valiendo si se reemplaza la
funcidn y(u)} por wﬂ(u} = y(u/o).

Como wé[uj = y'(u/a)/o, la f6rmula (4.7) se transforma en:

(7.1) vy F)(22)”

donde

(7.2) VU ,F) = o®E (v* (u /o)) /(Epu' (v /o))

y de acuerdo a (1.6), la eficiencia del M-estimador con respecto a

EMC esta dado por:
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(7.3)  e(¥,F) = var(F)/V(¥,,F)

Luego para estimar (7.1) y (7.3), basta estimar v[¢U,F} y var(F).

En la estimacidn de V(wg,P], ¢? se estima por 32, que Ccomo se
explicd en la Seccidén 4 se puede estimar por separado o simultdnea-
mente con ¢. E (mz(ut/u)} se estima por:

wE(GtKQJJ(T-K)
1

=1 =3

t

donde los errores estimados u, estdn dados por:

2D »

— - '
He T Y¢ T 2
Del mismo modo EF[¢'(utXU] se estima por:

w'(atf;}f(T-K]
1

n 1 -

C

Finalmente var(F) se puede estimar por:

n? /(T-K)
Lt

1 1

t

8. Comparaciones Numéricas de 1los Diferentes Estimadores

Como hemos visto en la formula {?.1); la matriz de covarianza
asintdtica de los M-estimadores invariantes es proporcional a
F{wﬂ,F}, y por 1o tanto este parametro nos permitirad compara la efi-
ciencia de los diferentes estimadores. En la tabla siguiente se com-
paran - estimadores: el EMC, el TMVA, el M-estimador de Huber (EHU),
el M-estimador senc de Andrews (EAN)}, y el M-estimador bicuadritico
de Beaton-Tukey (EBT). Los pardmetros de los 3 estimadores dltimos

fueron elegidos de manera que la pérdida de eficiencia fuese del 5%
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en el caso de distribucinnés normales. Los valores fueron calculados
suponiendo que el estimador de escala utilizado és ;1 B Sz descriptos
en la Seccidn 4. Las distribuciones consideradas son N{0,1);

¢,9N(0,1} + 0,1IN{0,9); O,9N(O,¥) + O,1N{0,25); 0O,9N(C,1) + D,1N(0,100)

y de Cauchy. Esta tiltima tiene densidad:
Z
f(x) = 1/(w(1+x7))

y tiene varianza infinita. En la tabla tambi&n se registra el va-
lor del pardmetro que corresponde a la funcidn elegida dentro de la

familia respectiva.

Valores de V[wU,F)

MO DR | 00N 2y | 07 NGo: 100y | Cauy| pardmetro
EMC 1,00 1,80 3,40 10,9 o
EMVA 1,57 1,80 1,85 1,90 2,47
EHU 1,05 1,30 1,41 1,45 3,52 17,345
EAN 1,05 1,27 1,27 1,22 2,78 1,339
EBT 1,05 1,27 1,27 1,22 2,79 4,685

De esta tabla se desprende que al costo de aumentar sdlo un 5%
la varianza en el caso normal, se obtienen disminuciones enormes
cuando hay presentes un 10% de observaciones groseras si se utilizan
los EHU, EAN & EBT en vez del EMC. Los resultados muestran que las
performances del EAN y el EBT son similares con la precisidn de 2 de-

cimales. El EMVA se comporta muy bien frente a distribuciones como
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la de Cauchy, pero es ineficiente en el caso normal donde la varian-
za aumenta un 57%. Un resultado sorprendente es que el EAN y el EBT
se comportan mejor cuando se contamina con una N(0,100) que cuando
se contamina con ﬁna.N(O,Q).. Sin embargo esto puede explicarse por
el cardcter no mondtono de las funciones Y correspondientes.

‘Para realizar comparaciones entre los diferentes estimadores
para muestras pequefias se debe utilizar el método de Monte Carlo.
Los estudios realizados, ver por ejemplo Andrews y colaboradores
(1972) muestran que se obtienen resultados que son en lineas genera-

les similares a los asintdoticos.

0. Funcidn dz Influencia

Los M-estimadores descriptos en las secciones precedentes se

desarrollaron suponiendo las siguientes hipdtesis.

(a) Las variables independientes dadas en los vectores z  eran
fijas y no aleatorias. .

(b) Las variables independientes no estaban sujetas a errores
groseros. Los Gnicos errores groseros posibles afectan a las u_.

(c) El modelo (1.1) siempre se cumplia, es decir no se conside-
rabla la posibilidad de periodos atipicos donde el modelo lineal de-
- jase de cumplirse;

En las series econémicas las hip6tesis (a), (b) y (c) son vio-
ladas frecuentemente. Por un lado las variables independientes pue-
den ser aleatorias y observadas con errores groseros, y ademis puede
‘haber periodos atipicos donde el modelo lineal dejase de cumplirse.

Vamos a ver que en estos casos, afin los M-estimadores definidos en
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Seccidon 4 pueden ser muy inestables. Esto querrida decir que unas po-
cas observaciones atipicas pueden afectar en forma apre ciable la es-
timacidn de los coeficientes de regresidn. Por lo tanto los M-esti-
madores dejardan de ser robustos y se deberidn buscar nuevos estimado-
res.

Para estudiar la estabilidad de los M-estimadores en presencia
de observaciones atipicas determinaremos cdmo la presencia de una pe-
queha proporcidtn de éstas puede modificar el estimador correspondien-
te.

Supongamos que se tengan (T-1) observaciones (?;:Etj]thfiT"1=
y supongamos que Sse agregue una nueva observacion (y*,z*). Supﬂpga-
mos que se utilice el M-estimador dado por (4.5), llamemaskg al es-
timador obtenido con las primeras (T-1) observaciones y %* el obte-
nido cuando se agrega la nueva observacidn. Luego se puede mostrar,
ver Krasker y Welsch (1978) que vale la siguilente formula aproximada

para T grande:

~ ~ T
(9.1) T(8 - 8% = (-1/(T-1)) ¥ ¥ ((y,-218)/0)z 2!) Tou((y*-2z*8)/0)2*
t=1

Si consideramos la observacion (y*,z*) como la Ginica observacidn
espuria que no satisface el modelo, la contaminacidn de observacio-
nes espurias serd en la proporcidén de 1 en T. Luego el primer milem-
bro de (9.1) sera la variacidén del estimador a por unidad de conta-
minacidén, ya que es igual a {% -%f]/(1fT].

supongamos ahora que:

T
3 - T - 1 1 -
(9.2) lim, P v (y, - z/8)/o)z z//(T-1) ~ A
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donde A es una matriz definida positiva. ‘En el casc de que las z

son aleatcecrias se tendria:

(9.3} 4= EQ@'(ly, - z[8)/0)z 2]

-

Luego de (1.1), {(1.2) y (1.3) resulta que para T grande la va-
riacifn por unidad de contaminacidén en el punto {(v*,z¥*¥) estd dado

poT !

P

(9.4) lim_, (8 - 0%)/(1/T) = A ta9((y* - 2¥8)/0)z2*

—F

~Esta expresidn que indicamos por INF(y¥,z*} y que depende del
valor espurio con el que se contamina, se dencomina funcidn de influen-
cia del M-estimador y fue introducida por Hampel (1968) como'indica-
dor de 1la robustez de un estimador. Como se ve en la expresidnm (9.4)
la funcidn de influencia puede ser arbitrariamente grande, afin en el
casc de que ¢ sea acotada, si permitimos gue z pueda ser arbitraria-
mente grande. Esto es bien conocido en el caso del EMC, donde una
observacidén correspondiente a valores altos de las variables indepen-
dientes puede tener una influencia desﬁesurada en la estimacidn de
los coeficientes de regresidn. De acuerdo a la férmula (9.4) esto
continfla ccurriendo con los M-estimadores. Para sclucionar este pro-
blema en la seccidn sigulente se introduciri una nueva clase de es-

timadores: los M-estimadores generalizados (GM-estimadores).

10. M-Estimadores Generalizados

En la Seccidén 5 hemos visto que el M-estimador dado por (4.15)

puede escribirse como un estimadeor de minimos cuadrados ponderados
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dado por (5.1) En este caso de acuerdo a (5.2) los pesos w, pueden

t
escribirse como:

(10.1) w, w[ﬁth)

=,
Il

con.

>

(10.2) u

!

_ Y
£ T Ve T Ed

De acuerdo a lo visto en Seccidn 9, esteos estimadores pueden

dar un peso excesivo a las observaciones con 2, grande. Por lo tanto

) Fat

parece razcnable generalizar (10.1) haclendo depender W de utfﬁ y de

Zys penalizando las observaciones con Ze grande. Luego podemos con-

siderar estimadores dados por (5.1) pern con w, de la forma:

t
(10.3) w, = W(Ut/ﬂ:i|§ 1)
donde ||z || indica la norma del vector ét dada por:
K
2 y1/2
[tz 4]l = CZ 2z )
t okt

v donde w es una funcidn mondtona no creciente en los 2 argumentos.
Si se quiere que estos estimadores sean invariantes por una transfor-
macidn lineal de las variables independientes, se deberad normalizar
los z, en (10.3) por una matriz M de KxK. Los vectores normalizados

serdn los Mz  y los pesos en (10.3) deberin reemplazarse por:

(10.4) w, = w(u_/o,||Mz |])

Fal
La matriz M deberd ser tal qgue si se hace una transformacidn 11i-

neal de los Zes 24 = Azt, la matriz M* correspondiente a los z% debe-
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e,

ra ser M g} de manera que Mz _ = M*z Una forma de elegir la matriz

't-
Fa
M es usar la raiz cuadrada de la invérsa de un estimador de la covarian-

Fal

za del vector 2 En este caso s5i £ es un estimador de la matriz de

Z¢e
covarianza & de Z,, M se elegira tal que:
M f'l._l
{10.5) MM' = £k

Una forma de elegir £ estad dada por la matriz de covarianza muestral:

T

v Z

(10.6) Z
t=1~t~

iy B 2
]

%fT

si 1a ecuacidén (1.1) no tiene constante. Si la ecuacién (1.1) tiene

constante se puede utilizar:

~ T
(10.7) = I (z, -2)(z, -z )" /T
con

_ T

z = 5 2./T

~ t=1”t

Como los estimadores dados por (10.6) y (10.7) no son robustos,
convendri reemplazarlos por estimadores robustos de L. Para el estu-

dio de estimadores robustos de una matriz de covarianza puede verse

Maronna (1976).

Si se utiliza M dado por (10.5), entonces se tendréa:
, _ -~ 1;2
Mz 0| = () T2

Con los w, definidos por (10.4), los MG-estimadores se defini-

t
TAn por:
T

(10.8) tfiyt - %é?}%fﬁt =0
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El comportamiento asintdtico de estos estimadores fue estudiado

por Marcnna y Yohai {1979). Se puede mostrar que asintdticamente es-

tos estimadores son normales multivariados con media 0 y matriz de

COovarianza:

(10.9) A~t g -l

donde

(10.10) & = B (3y(u /o, [|Mz |1/ Bu, z, 2
(10.11) 2 = E_(v?(u_/o,{|Mz, | Iz, 20)

y donde:

(10.12y  9(u, [{z[]) ="wlu,||z[[}u

Por otro lado la funcion de influencia de estes estimadores es

igual a:
(10.13) INF(y*,z*) = A" 'w((y - z*'0)/a,||[Mz#|]) 2

De aqui resulta que la condicifn para que la funcién de influen-

cia sea acotada es que la funcién v(u,||z]]) dada por:

(10.74)  v(u,||z|]} = wlu,||z]])uz

sea acotada.

Una forma de medir cuantitativamente la robustez de un cstima-
dor estd dado por el maximo de la norma de la funcidén de influencia.
Esta medida fue introducida por Hampel (1968) y (1974) vy se denomina

sensibilidad a los errores groseros (GES)}. Luego,
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(10.15) GES

I
=
k|
e

INF(y*,z%)

YR,z

Algunas propuestas para la funcidn w(u,z) acotada son las si-
gulentes:
(a) Mallows cnnsidera funcicnes de la forma:
wiu,z)=w, (Ww,(]]z]])

donde

wy(u) = Y W/u, wy(z) = v,(2)/z

Eﬁ este caso si y; vy P2 son acotados, entonces la funcidén v de
(10.13) también resulta acotaday por lo tanto el GES serid finito.
Las funcicnes Y, v ¥, pueden elegirse por ejemplo en la fami}ia de
Huber dada por (4.10) o en cualquiera de las familias de funciones
redescendientes vistasen Seccidn 6.

(b) llampel considera funciones w de la forma:

wiu,i|z|{} = w(ulfz|])

donde

w(x]) = p(x)/x

En este caso i acotada implica v acotada. Por lo tanto ¢ puede
elegirse en la familia dada por (4.10) o en las familias de funciones
redescendientes introducidas en Seccidn 6.

Los GM-estimadores tienen en general varianza un peco mayor gue
los correspondientes M-estimadores, pero esta mayor varianza se com-
pensa por una influencia acotada de las observaciones atipicas que no

satisfacen el modelo. Para algunas comparaciones numéricas puede ver-
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se Maronna v Bustos (1979}.

Varios autores, Maronna y Yohai (197%9), Krasker {1578), Kras-
ker y Welsch (1878) estudian la eleccidn &ptima de la funcién w. E1
criterio de optimalidad utilizado es generalmente del siguiente ti-
po: minimizar la suma de las varianzas de las componentes de g suje-

to a la restriccidn que el GES sea menor que una constante dada.

11. Otros Enfoques y Problemas de Estimacién Robusta

Otros enfoques sobre estimadores robustos de regresidn pueden
encontrarse en Bickel (1973) que estudia L-estimadores, Jaeckel
(1872) y Jureckova (1971) que estudian R-estimaderes. Tanto los L-
como los R-estimadores son mas dificil de computar que los M-estima-
dores. Yohai (1974) estudia la eleccién dptima de la funcidn en 1ia
clase de funciones (4.710) utilizande las observaciones. :

Denby y Martin (1979} y Bustos (1578) extienden los M- y los
GM-estimadores pafa procesos autorregresivos.

Hampel(1968) define el concepto de robustez cualitativa para un
estimador de un pardmetro de locacidén. Aunque no estd hecha expli-
citamente ,esa definicidén puede extenderse para la estimacidén de los
coeficientes de regresifn en un'deElD lineal. Otra medida de ro-
bustez cuantitativa introducida por Hampel (1968) y (1974) es el pun-
to de ruptura de un estimador, el cual puede interpretarse como la
mAxima cantidad de contaminacidén arbitraria que pucde aceptar un es-
timador sin irse a infinito. El estudio del punto de ruptura para M-
y para GM-estimadores de regresi®n puede verse en Maronna y Bustos

{(1979).
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12. Conclusiones

Tal como se adelantara en la introduccidn, en este trabajo se
presentaron estimaderes robustos que permiten obtener estimaciones
mucho mas confiables que las correspondientes al estimador de mini-
mes cuadrados cuando se sospecha que hay observaciones con errores
groseros o perturbaciones en el modele. Por otra parte, estos es-
timadores sbélo pierden 5% de eficiencia en ausencia de tales pertur-
baciones.

Por otra parte C.E.M.A. cuenta actualmente con programas en
FORTRAN IV que permiten computar los M-estimadores y los GM-estima-

dores.
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