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Resumen

Este trabajo consiste en el analisis, el disefio y la simulacién de estrategias de inversion
basadas en la volatilidad implicita de derivados financieros. En particular, se desarrollan
estrategias que hacen uso de opciones financieras sobre acciones del mercado americano.
Se presenta un estudio tedrico de opciones financieras, se evalian distintas alternativas de
inversion, se desarrollan estrategias, se simulan y se presentan los algoritmos utilizados en

la implementacion de las mismas. El lenguaje de programacion que se utiliza es Python.
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CAPITULO 1

Introduccién

Los derivados financieros son instrumentos cuyo precio depende del comportamiento
de un activo subyacente. El subyacente puede ser una accién, un bono, un indice, una
tasa de interés, un commodity, etc. Existen distintos tipos de derivados financieros: futu-

ros, opciones, swaps, entre otros. El objetivo de este trabajo es utilizar opciones financieras.

Una opcién financiera es un contrato en el que la parte compradora tiene el derecho,
pero no la obligacion, de operar un activo subyacente en una fecha y a un precio de-
terminados. La parte vendedora tiene la obligaciéon de concretar la operacion si la parte

compradora asi lo desea.

En una opciéon de compra, llamada call option, la parte compradora tiene el derecho
de comprar el subyacente en la fecha y al precio determinados por el contrato. En una
opcién de venta, llamada put option, la parte compradora tiene el derecho de vender el
subyacente en la fecha y al precio pactados. En ambos casos, el precio acordado para la
transaccién del activo subyacente se denomina strike. Cuando la parte compradora decide
ejercer su derecho (esto es, comprar el subyacente si se trata de un call o venderlo si se

trata de un put) se dice que la opcion esta siendo ejercida.

Existen dos grandes clasificaciones de opciones: europeas y americanas. En una opcién
europea, la parte compradora puede ejercer la opcién solo en la fecha de expiraciéon es-
pecificada en el contrato. Por otra parte, en una opcién americana el comprador puede
ejercer la opcion en cualquier momento hasta la fecha de expiracion incluida. Estas defi-
niciones en la practica implican algunos comportamientos diferentes entre ambos tipos de
opciones. Las opciones europeas tienen un comportamiento més simple de modelar ma-
teméticamente. Si bien en este trabajo se utilizaran opciones americanas, los desarrollos

tedricos se haran en base a opciones europeas.






CAPITULO 2

Modelo de Black-Scholes-Merton y volatilidad implicita

En este capitulo se presenta un modelo matematico para el tratamiento de opciones
europeas. En particular, se arriba al modelo de Black-Scholes-Merton y a sus principales

conclusiones.

2.1. Ganancia al operar opciones

Una opcién de compra, o call option, le da el derecho al tenedor de comprar el ac-
tivo subyacente al precio de strike K correspondiente y en la fecha de expiracion 7' (en
anos). El precio de la opcion se simboliza con la letra ¢, el precio del subyacente al mo-

mento de comprar la opcién es Sy y el precio del subyacente en la fecha de expiraciéon es Sp.

En la fecha de expiracion, hay dos resultados posibles:

= S7 > K: en este caso, habiendo comprado un call se tiene el derecho de comprar
el subyacente al precio K cuando en el mercado tiene un precio mayor. El valor de
la opcion en esta situacion serd Sp — K y el tenedor puede ejercerla (en cuyo caso
compraré el activo subyacente a la parte vendedora de la opcién y lo venderé en el

mercado a un precio superior) o puede venderla.

= Sp < K: en este caso, el tenedor de la opcién tiene el derecho de comprar el sub-
yacente al precio K cuando en el mercado tiene un precio menor. La opcién en este
caso no tiene valor, dado que le da al tenedor el derecho a comprar algo que en el

mercado se consigue mas barato.

Cuando el precio del subyacente es mayor al strike, se dice que la opciéon esté In The
Money (ITM). Cuando el precio es menor al strike, se dice que la opcion estd Out of The
Money (OTM). Cuando el precio del subyacente es igual al strike, se dice que la opcion
estd At The Money (ATM).
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En la fecha de expiracién, la ganancia que se realizara habiendo comprado un call sera

la que se presenta en la Figura 2.1.
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Figura 2.1 — Ganancia al comprar una opcion de compra.

En el grafico puede observarse que al comprar un call se tiene una pérdida limitada y

una ganancia ilimitada.

Para una opcién de venta, los resultados son opuestos. Un put estd I'TM si el precio
del subyacente es menor al strike y estd OTM si es mayor. La ganancia que se obtiene al

comprar un put se grafica en la Figura 2.2.
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Figura 2.2 — Ganancia al comprar una opcion de venta.

De los graficos anteriores se obtiene como conclusién que un inversor que compra un
call espera una suba en precio del subyacente ya que el valor de la opcién aumentaré con
el mismo. Por el contrario, un inversor que compra un put espera una caida en el precio
del subyacente, dado que el precio de la opcién aumentaré cuanto menor sea el precio del

mismo!. Cuando mas ITM esté una opcién, sea un call o un put, mayor sera su precio.

!Existen situaciones en las que el precio de un call baja cuando sube el precio del subyacente. Este
comportamiento tiene que ver con la sensibilidad del precio de la opcién a las variaciones en el subyacente



2.2. Modelo de Black-Scholes-Merton

Existen distintas combinaciones de operatoria con opciones. Se puede obtener cualquier
combinaciéon de opciones para construir el payoff que se desee. Dichas estrategias seran

abordadas en el Capitulo 4.

2.2. Modelo de Black-Scholes-Merton

A principios de la década de 1970, Fischer Black, Myron Scholes y Robert Merton
llegaron a un resultado tedrico para obtener el precio de una opcién. En el modelo que
desarrollaron se utilizaron suposiciones acerca del movimiento del precio del activo sub-
yvacente. En particular, el modelo se basa en que los precios del subyacente tienen una

distribucién log-normal con media u y varianza o2,

% ~ N (uAt,0?At) | (2.1)

donde AS/S es la variacion porcentual del precio del subyacente y At el intervalo de tiem-

po.

Trabajando con esta suposicién y utilizando distintos resultados que se obtienen de la
teoria de series temporales, el modelo arriba a las formulas de valuacion de opciones (para

acciones que no pagan dividendos) dadas por
c=SoN(dy) — Ke "I N(dy) , (2.2)

p=Ke "TN(—dy) — SoN(—d,) , (2.3)

donde:

So es el precio del activo subyacente al momento de la valuacion,

K es el strike o precio de ejercicio,

r es la tasa libre de riesgo,

T es el tiempo a la expiracion medido en afios,

N(-) es la probabilidad acumulada de una distribucién normal,

di y do se calculan mediante,

iy — In (So/K) +T(r+ 0%/2)
oT ’
dg = dl —Gﬁ, (25)

= o es la volatilidad del activo subyacente.

y en la volatilidad. No obstante, en la mayoria de las situaciones el precio de un call aumenta cuando
aumenta el subyacente. El mismo razonamiento aplica para los puts.
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2.2.1. Volatilidad implicita

Las férmulas de valuacién de Black-Merton-Scholes tienen multiples variables. En esta
seccion, se estudiara particularmente la volatilidad o, ya que es un parametro de suma

importancia.

En finanzas, la volatilidad esta asociada directamente con el riesgo de un activo. La
misma mide la variabilidad en los retornos del mismo. Cuando el precio de un activo fluctia
muy bruscamente, su volatilidad es alta y se lo considera un activo riesgoso. En cambio,
cuando el retorno es estable en el tiempo su volatilidad es baja y se lo considera un activo
poco riesgoso. El caso extremo es la tasa libre de riesgo r que asegura una rentabilidad sin

riesgo, y su varianza es cero?.

Utilizando las formulas de valuaciéon de Black-Merton-Scholes se puede obtener el pre-
cio que deberia tener una opcién dados el precio del subyacente, la expiraciéon, la tasa
libre de riesgo y la volatilidad del activo. Para esta ultima variable, podria utilizarse una
estimacién tomando la volatilidad histérica. El precio que se obtiene de esta ecuacion pue-
de ser comparado con el precio de mercado de la opcién de manera tal de encontrar un
arbitraje. Sin embargo, en mercados con gran liquidez estas oportunidades son escasas o
son muy pequenas y los costos de operacién las tornarfian no rentables para un inversor

minorista.

En lugar de estimar la volatilidad del activo y obtener su precio segin el modelo, se
puede utilizar el precio de mercado para despejar de las formulas de valuacién a la vola-
tilidad del activo. Esta volatilidad que surge de dicha ecuacién se la denomina volatilidad
implicita. Esta variable es de interés dado que representa el nivel de volatilidad que los

inversores de opciones descuentan para el activo subyacente.

Los precios de las opciones estan fuertemente influenciados por la volatilidad del sub-
yacente. Si la volatilidad es alta, el precio de la opcién serd mayor. Esto permite disenar
estrategias de inversiéon que tomen como variable central a la volatilidad implicita. Si se
espera que la volatilidad de un activo suba considerablemente (por ejemplo, por presen-
tacion de balances) entonces se puede especular con una suba en el precio de las opciones

de dicho activo.

2En general se toma como activo libre de riesgo a un bono del tesoro americano. Estrictamente, ningtin
activo tiene riesgo 0 ya que la probabilidad de default no es nula. No obstante, a fines practicos se considera
que existe un activo con volatilidad 0 y rentabilidad r.



CAPITULO 3

Pre-procesamiento de datos

En este capitulo se presenta el tratamiento realizado sobre el dataset de opciones
v el esquema técnico utilizado para disponibilizar los datos que son de interés para las

simulaciones.

3.1. Dataset

Los datos utilizados para las simulaciones consisten en distintos archivos CSV que
contienen precios de opciones de distintas empresas que cotizan en el mercado americano.
El rango de fechas es de Mayo del 2015 hasta Julio del 2020. El dataset incluye tres tipos
de archivos CSV:

= Cadenas de opciones,

= Volatilidad implicita,

= Precio del subyacente.

Dado que el dateset contiene informaciéon de més de 4000 empresas cotizantes y dado que
las options chains contienen mucha informacion, el peso total de los archivos es de 150GB,
por lo que fue necesario definir un procedimiento técnico para manejar los datos. En la

Figura 3.1 se presenta el esquema técnico utilizado.
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Figura 3.1 — Esquema técnico utilizado.

En primer lugar, se generé una instancia de servidor de base de datos PostgreSQL en
Docker, con el objetivo de crear distintas bases de datos para almacenar la informacion.
Se generaron funciones en Python que recorren los archivos CSV y extraen la informacion
para el activo que se pase como parametro de entrada. El script se conecta con el servidor
PostgreSQL y deposita la informacién en la tabla correspondiente. Se crearon 3 bases de

datos:

= options-chain,

= implied-volatility,

m stock-prices.

3.1.1. Options chain

Para cada fecha, se tiene un CSV que contiene para cada subyacente el precio del
mismo, el simbolo de cada opcién, la fecha de expiracion, el precio de ejercicio, el precio y

volumen de la opcidn, la volatilidad implicita y las letras griegas.

Se generd una funcién en Python con una variable de entrada que representa el simbolo
del activo (por ejemplo, AAPL) y otra variable que represente el tipo de opcion (si es call
o put). La funcion recorre cada archivo CSV y extrae las filas que contengan opciones
sobre el subyacente que se defina. Estas filas son ingresadas a otra funciéon en Python que
elimina las opciones que tengan volumen 0. Luego, las filas resultantes son insertadas en
una tabla de la base de datos options-chain. El nombre de la tabla sigue la estructura

<ticker>_<tipo de opcion>. Por ejemplo, aapl_calls.



3.1. Dataset

3.1.2. Volatilidad implicita

Para cada fecha, se tiene un CSV que contiene la volatilidad implicita de cada activo
para esa fecha. De manera similar al caso anterior, se gener6 una funcién en Python con
variable de entrada el simbolo del subyacente. Esta funcién recorre cada archivo CSV y
extrae la fila correspondiente al activo que se defina. Luego, cada fila es insertada en una
tabla de la base de datos implied-volatility. El nombre de la tabla tiene la estructura

<ticker>. Por ejemplo, aapl.

3.1.3. Precios del subyacente

Para cada fecha, se tiene un CSV que contiene los precios de cada activo para esa
fecha. Se gener6 una funcién en Python que recorre cada archivo y extrae el precio corres-
pondiente al simbolo que se pase como entrada. Luego, se deposita cada fila en una tabla
de la base de datos stock-prices. El nombre de la tabla tiene la misma estructura que

en la base de datos de volatilidades implicitas.

De esta manera, se dispone de tres bases de datos con toda la informacién necesaria
para realizar las simulaciones. Tener esta informacién en bases de datos tiene la ventaja
de tener un mayor ordenamiento de los datos y una mejor velocidad de procesamiento,
dado el tiempo que le toma a Python recorrer un archivo CSV es mayor al de ejecutar una

query en una base de datos.






cAPITULO 4

Estrategias con opciones

En este capitulo se presentan algunas formas de operatoria de opciones financieras. El
objetivo es describir algunas estrategias tipicas que seran aprovechadas en las simulaciones
del Capitulo 5.

4.1. Straddle

Un straddle es una estrategia que implica la combinacién de opciones de compra y de
venta. La operacién consiste en comprar un call y un put con el mismo precio de ejercicio
K y con la misma expiracién. La inversion inicial es el costo de las primas ¢+ p. Se tienen

dos regiones posibles en funcién del precio del subyacente a la expiracion:

= St > K: FEl call queda ejercible, por lo que se gana St — K. El put queda no ejercible.
El profit es Sp — K.

= St < K: El call queda no ejercible. El put queda ejercible, por lo que el profit es
K — Srt.

En la Figura 4.1 se presenta el perfil de ganancias. Como puede observarse, se tiene una
ganancia ilimitada cuando el precio del subyacente es mayor que K + ¢+ p y cuando es
menor a K — ¢ — p. Esta estrategia es no direccional, ya que la ganancia no depende de si
el precio sube o baja sino que depende de la magnitud de la suba o la baja. Esta estrategia
se utiliza cuando se espera un cambio grande en el precio del activo subyacente. En otras
palabras, es una estrategia long volatilidad, ya que se obtiene una ganancia cuando la

volatilidad en el precio del activo subyacente sube.
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A Ganancia

—c—p|

Figura 4.1 — Straddle.

Se puede realizar la operacién inversa, un short straddle, vendiendo simultaneamente
un call y un put con el mismo precio de ejercicio. El anélisis de los payoffs es el mismo

que en el caso del long straddle y el perfil de ganancias se presenta en la Figura 4.2.

A Ganancia

c+pl.o o

K—c— K +c+p ?T

Figura 4.2 — Short straddle.

En este caso, se tiene una ganancia cuando el precio del subyacente se encuentra entre
K —c—py K+ c+p. Esta estrategia es short volatilidad, ya que se obtiene una ganancia
cuando el precio del activo subyacente no varfa demasiado, es decir, cuando su volatilidad

disminuye.
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CAPITULO H

Simulaciones

En este capitulo se presentan las simulaciones realizadas y los algoritmos implemen-
tados para llevarlas a cabo. El activo utilizado para las simulaciones fue una accién de
Apple Inc. La variable principal a utilizar para tomar decisiones de compra-venta sera la
volatilidad implicita.

En la Figura 5.1 se presenta el precio de AAPL y la volatilidad implicita a 30 dias de
opciones call ATM.
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Figura 5.1 — Precio de la accion y volatilidad implicita.
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Capitulo 5. Simulaciones

14

Se propone simular una estrategia basada en la volatilidad implicita de AAPL. Cuando
la volatilidad esta alta, segin algiin criterio a definir, se vende un straddle para generar
una ganancia con la baja de la volatilidad. Cuando la volatilidad esté baja, segiin el mismo

criterio, se compra un straddle para aprovechar la potencial suba en la volatilidad.

5.0.1. Estrategia con desvios estandar

Un criterio simple para decidir si la volatilidad esta alta o baja es tomar la media mévil
de 30 dias y definir una banda superior e inferior que se construyan sumando y restando
la media N veces. En la Figura 5.2 se presenta el grafico de la volatilidad implicita y las

bandas superior e inferior al 30 % de la media movil.
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Figura 5.2 — Volatilidad implicita y bandas superior e inferior.

El algoritmo que se define se basa en las senales que entrega el nivel de volatilidad
implicita. Se definen tres posibilidades:

= Volatilidad implicita > banda superior: volatilidad alta, se vende un straddle,
= Volatilidad implicita < banda inferior: volatilidad baja, se compra un straddle,
= Volatilidad implicita < banda superior y > banda inferior: no se toma accion.

Es necesario definir cuél de todos los posibles straddles operar al momento de ejecutar
la estrategia. Se toma el straddle formado por los calls y puts mas ATM y més cercanos

a 30 dias de expiracién. Si no existen opciones ATM que expiren en 30 dias, se toma



como limite una expiraciéon de 5 dias. Es decir, el algoritmo no permite operar straddles
con expiracion menor a 5 dias. En la Figura 5.3 se presenta el resultado de simular la
estrategia. En particular, se grafica la evoluciéon de una inversion de $100 en la estrategia
y en el activo subyacente.

Dado que las opciones financieras son muy volatiles, se define ademés un valor de stop
loss y uno de take profit. Cuando se compra o vende un straddle, se calcula la ganancia
o pérdida de la posicién cada dia. Cuando el resultado es menor al stop loss o mayor al
take profit, se cierra la posicion. Ademas, se definié un stop loss utilizando el subyacente,
de manera de cerrar la posicidn si la variacién porcentual de la acciéon es mayor a un
determinado umbral.

El algoritmo que se ejecuta para simular la estrategia es el siguiente:

Algorithm 1 Algoritmo de simulaciéon de la estrategia
. if la posicién no es LONG ni SHORT then
if Volatilidad implicita <banda inferior then
Buscar el mejor straddle
Tomar una posicion LONG

Buscar el mejor straddle
Tomar una posicion SHORT

. if La posiciéon es LONG then

1

2

3

4

5: if Volatilidad implicita >banda superior then

6

7

8

9 if Fecha > Expiracion or profit <stop loss or profit >take profit then

10: Calcular el profit

11: Cerrar posicion

12: if Volatilidad implicita <Volatilidad implicita media then
13: Mantener posicion LONG

14: Calcular el profit

15: if Volatilidad implicita >Volatilidad implicita media then
16: Calcular el profit

17: Cerrar posicion

18: if La posicion es SHORT then
19: if Fecha > Expiracion or profit <stop loss or profit >take profit then

20: Calcular el profit

21: Cerrar posicién

22: if Volatilidad implicita >Volatilidad implicita media then
23: Mantener posicion SHORT

24: Calcular el profit

25: if Volatilidad Implicita <Volatilidad implicita media then
26: Calcular el profit

27: Cerrar posicion

En la Figura 5.3 puede observarse las ganancias generadas por la estrategia. En todos
los casos, se simul6 el escenario de disponer de $100 y comprar o vender un solo straddle.
Como benchmark se eligié una estrategia pasiva sobre el subyacente, comprando al co-
mienzo de la simulaciéon una cantidad de acciones en funcién del mérgen inicial requerido
para la primera posiciéon en opciones. En rigor, esta simulaciéon no se corresponde con lo

que pasaria en la realidad, dado que los margenes son variables. No obstante, con el fin

15
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Figura 5.3 — Resultado de la estrategia.

de simplificar el desarrollo y obtener la estimacién de un benchmark para comparar con
la estrategia, se decidi6 utilizar este procedimiento. En particular, en Marzo del 2020 se
produce una ganancia muy importante del capital debido al escenario de volatilidad que
se present6 en el crash producido por el COVID-19. Este escenario de cambio abrupto
en la volatilidad provoca una ganancia muy grande en el valor de las opciones. Esto se
debe a que el algoritmo vende un straddle cuando la volatilidad supera la banda superior

esperando a que la misma baje.

5.0.2. Estrategia basada en bandas de Bollinger

Las bandas de Bollinger son un indicador técnico que intenta identificar cuando un
activo esta sobre-comprado o sobre-vendido. Matematicamente, se construyen como una
media moévil simple y la suma y resta de desvios estandar. Para calcularlas, primero se
obtiene la media mévil simple:

MA = 2iz1Y (5.1)

n
donde n es la cantidad de muestras sobre las que se calcula el indicador. Luego, se obtienen

las bandas superior e inferior:

T (g — MA)?
UpperBB = MA + D\/ 2iz1ly < (5.2)
n
n R 2
IMWBB:MA—D¢ZhK% MAF (5.3)
n

donde D es la cantidad de desvios estandar a aplicar.



En la Figura 5.4 se presenta la volatilidad implicita de AAPL y las bandas de Bollinger.
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Figura 5.4 — Volatilidad implicita y bandas superior e inferior.

Puede observarse que las bandas de Bollinger contienen mejor a la volatilidad implicita
que en la estrategia anterior. Esto es algo positivo, ya que se obtienen menos senales falsas.

En la Figura 5.5 se presenta el resultado de la simulacién de la estrategia con bandas
de Bollinger.
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Figura 5.5 — Resultado de la estrategia.



Capitulo 5. Simulaciones

5.0.3. Cambios en los parametros de las simulaciones

Se propone simular distintas variaciones de la estrategia con el fin de optimizar el

rendimiento y el riesgo. Las principales variables a modificar son:
= Stop Loss de la posicion,
» Stop Loss por subyacente,
= Cantidad de desvios a sumar y restar en las bandas de Bollinger.

En la Tabla 5.1 se presentan los resultados obtenidos.

Stop Loss Stop Loss subyacente D | Exceso de rendimiento Cantidad de operaciones
3% 0.5% 2 21% 81
3% 1% 2 -17% 75
3% 3% 2 18% 56
3% 5% 2 23 % 53
3% - 2 40 % 53
5% - 2 37% 53

7.5% - 2 35% 50
10% - 2 22% 51
3% - 1.5 43 % 102
3% - 2.5 30% 36
3% - 3 -28% 13

Tabla 5.1 — Variacion en los pardmetros de simulacion. El exceso de rendimiento representa el rendimiento
total por encima del benchmark.
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Figura 5.6 — Variacion del SL por subyacente.
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Figura 5.7 — Variacion del SL.
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CAPITULO O

Conclusiones

El anélisis y las simulaciones realizadas demuestran que invertir en opciones financieras
presenta oportunidades interesantes para aprovechar distintos movimientos del mercado.
En particular, operar sobre la volatilidad de un activo en lugar de especular sobre el
movimiento del subyacente permite abstraerse de los niveles de valuacién del mercado y

concentrarse solamente en la magnitud de los movimientos que tendré.

Las simulaciones realizadas mostraron ser efectivas a la hora de captar los movimien-
tos del subyacente, entregando resultados positivos en todos los casos. Este resultado no
tiene en cuenta cuestiones inherentes a la operatoria en el mercado de capitales como por
ejemplo las comisiones y los margenes requeridos para la operatoria en corto, etc. Por lo
tanto, este trabajo puede utilizarse para un desarrollo futuro que tenga en cuenta estas

variables.

Por otro lado, no se tuvieron en cuenta distintos eventos del mercado como por ejem-
plo la presentacion de balances o las elecciones en Estados Unidos. Estos eventos, tratados
individualmente, tienen el potencial de mejorar los rendimientos en la estrategia especu-

lando sobre el impacto que tendrian en la volatilidad del subyacente.
El desarrollo realizado permitié profundizar distintas areas trabajadas durante la maes-

tria y combinarlas con el analisis y el procesamiento de datos reales utilizando herramientas

de programacién e infraestructura de bases de datos.
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APENDICE A

Ecuacion de Black-Merton-Scholes

Para llegar a las ecuaciones de Black-Merton-Scholes, se utilizara el siguiente resultado:
E{max(V — K,0)} = E{V}IN(dy) — KN (d3) , (A.1)

siendo V' una variable aleatoria con distribucién Log-Normal y desvio estandar w y siendo:

In (%) + %2

d1 - 2 ) <A2)
In E(V}) _ w?
dy = ( K2> 2 (A.3)

Demostraciéon

Sea g(V') la funcion densidad de probabilidad de V. Se tiene que

E{max(V — K,0)} = / (V—-K)g(V)dVv . (A.4)
0
Utilizando propiedades de la distribucion Log-Normal, la esperanza de In(V') puede escri-
birse como )
E{ln(V)} = m = In (E{V}) - “’7 . (A.5)

Sea @ def ln(vu)fm, cuya distribucion es N(0,1). Se tiene que la funcion densidad de

probabilidad de @ es

hQ) = ez . (A.6)
De la definicién de la variable Q), se tiene que
V = ew@tm (A.7)
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Apéndice A. Ecuacién de Black-Merton-Scholes
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Por lo tanto, puede reescribirse a la ecuacion (A.4) como

E{max(V — K,0)} = [ = (e"9"" — K)h(Q)dQ
oo o0 (A.8)
_ wQ+m _
Se tiene que
1 Q2 1 Q?
wQ+m _ wQ+m —_= wQ+m— =
e h =€ w 2 = ——=e 2
(@) V2T V2T
_ b te@rrawqram) _ 1 L(@w)ramiw?
v2m vuwm (A.9)
_ L Qw2 demeu?)
V2T
w2
=" h(Q —w) .
Por lo tanto,
w? o0 o0
E{max(V — K,0)} = ™"z ﬁ o h(Q —w)dQ — K . h(Q)dQ . (A.10)

Definiendo a A/ (x) como la probabilidad de que una variable aleatoria normal con media
nula y varianza unitaria sea menor que x, se puede escribir a la primera integral de la

ecuacion (A.10) como

ﬁo h(Q—w)szl—N(ln(K)_m—w>:N<_ln(K)+m+w>. (A.11)

n(K)—m w w

w

Utilizando la ecuacion (A.5) se tiene que

E{(V} | w?
N (W) = N(dy) . (A.12)

Por otra parte, la segunda integral puede escribirse como

/ T RQ)AQ = N(dy) . (A.13)

n(K)—m
Por lo tanto, la ecuacion (A.10) puede escribirse como
w2
E{max(V - K, O)} = €m+7N(d1) — K./\/(dg) = E{V}N(Ch) — KN(dg) . (A.14)

Utilizando este resultado, se obtiene la ecuacién de Black-Scholes-Merton teniendo en
cuenta que el precio de una opciéon de compra con precio de subyacente Sy, precio de
ejercicio K, tasa de interes r y volatilidad del subyacente o es igual al valor presente del

valor esperado del maximo entre la diferencia del precio final del subyacente y el precio de



ejercicio y O:
¢ = e "TE{max(Sy — K,0)} .

Tambien se tiene que en un mundo neutral al riesgo, el valor esperado de St

presente del subyacente llevado al tiempo de expiracién de la opcion:
E{ST} = S()erT .
Por lo tanto, utilizando el resultado obtenido previamente, puede escribirse

Cc= e_rT[SoerT./\/’(dl) - KN(dQ)] = S(]N(dl) - Ke_TT./\/’(dg) ,

donde
0.2
g = () +(+5)T
oVT
0.2
& — In (%) +(r = 5)T
2 — )

oVT

que es el resultado de Black-Scholes-Merton.

(A.15)

es el valor

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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